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CONTROLODOR ROBUSTO PARA UM SISTEMA DE TANQUES
ACOPLADOS

Eduardo Pereira Vieiral

RESUMO

O presente trabalho consiste na utilizacdo de técnicas avancadas para projetar um controlador
robusto para realizacdo do controle de nivel de um sistema de tanques acoplados. O critério de
desempenho adotado no projeto do controlador € o da D-estabilidade, a qual deriva da teoria da
estabilidade de Hurwitz, bem como da teoria de Lyapunov. O projeto do controlador bem como os
seus testes foram realizados tendo como base um modelo no espaco de estados, o qual foi

previamente obtido.
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ABSTRACT

The present work consists in the use of advanced technigues to design a robust controller for level
control of a system of coupled tanks. The performance criterion adopted in the controller design is
that of D-stability, which derives from Hurwitz's theory of stability as well as that of Lyapunov. The
design of the controller and its tests were performed based on a state space model, which was
previously obtained.

Keywords: Robust Control, State Space, Stability.

1. INTRODUCAO

O primeiro passo na concepcdo de um controlador é a obtencdo de um modelo
matemético para o sistema de controle com base em leis fisicas. Diante desta condicao
surge um entrave importante quanto a modelagem do sistema: ndo importa o quanto um
modelo seja bem detalhado, ele jamais serd uma representacdo precisa de um sistema

real e consequentemente serd uma fonte de incertezas [1].
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Uma das propostas da sintese de controladores robustos € lidar com problemas deste
tipo. No projeto sao feitas consideracdes sobre variagdes de parametros ou configuracdes
do modelo e os ganhos do controlador sdo encontrados de forma a satisfazer requisitos

minimos de desempenho e que mantenham o sistema estavel [1].

Neste trabalho é abordado um sistema MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) de tanques
acoplados. Este tipo de sistema é comum em varias aplicacbes na industria, sendo,
portanto, apto para investigacdo de problemas praticos da area de controle no ambiente
didatico. Seguindo as equacdes diferenciais que descrevem o comportamento de
sistemas de nivel de liquidos, foi obtido um modelo no espaco de estados para analise do
comportamento do sistema em questdo, bem como para o projeto do controlador. Optou-
se pelo modelo de espaco de estados pelo fato do mesmo ser adequado a sistemas
MIMO e também por possibilitar projetos de controladores utilizando técnicas avancadas

2].

O critério de estabilidade adotado neste trabalho € o da D-estabilidade. O conceito da D-
estabilidade € uma generalizacdo da estabilidade de Hurwitz e da estabilidade de Schur.
Desta forma, sdo apresentadas condicdbes de LMI (Linear Matrix Inequalities) que

garantem a estabilidade de uma matriz de estados em uma dada D-regiao [3].

Na sequencia do trabalho € apresentada primeiramente uma revisao da literatura sobre D-
estabilidade e sobre a lei de controle de realimentacdo de estados u = Kx.
Posteriormente é feita a modelagem do sistema no espaco de estados. Por fim sao
apresentados os experimentos realizados e os resultados obtidos, os quais sdo seguidos

pela concluséo do trabalho.

2.REVISAO DA LITERATURA
Considere o0 seguinte sistema linear continuo no tempo:

x(t) = Ax(), 1)
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com A € IR™", O sistema (1) é estavel de acordo com a teoria de estabilidade de
Lyapunov, ou equivalente, estabilidade de Hurwitz da matriz A, se e somente se existir

uma matriz P € S", tal que as seguintes LMIs séo satisfeitas:

P>0
{ATP + PA <O, 2)

onde P € uma matriz simétrica definida positiva.

Seja D um dominio no plano complexo, que é simétrico em relacdo ao eixo real. Entéo,

uma matriz A € IR™n é D-estavel se:
A(A)=€eD, i=12..,n (3)

Um caso tipico de D-estabilidade, o mesmo que sera abordado neste trabalho, consiste
na condigcdo (4) e requer que todos os autovalores da matriz A estejam localizados na
regido mostrada na Figura 1.

D =Hp ={x+jyl - <x<—a} (4)

Ay

| >
_/3 —a N

Figura 1 - Regido Ha,B [3]

Desta forma, a matriz A € IR™" é Hq g estavel se e somente se existir uma matriz P € S"
gue satisfaga as LMIs (5).

P>0
ATP + PA+ 2aP <0 (5)

AP +PA+2BP >0
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A condicao para a matriz A € IR™" ser Hq g estavel € equivalente ao fato que ambos (A +
al) e —(A + BI) sdo Hurwitz estavel. De acordo com a Teoria de Estabilidade de Lyapunov,
(A+al) é Hurwitz estavel se e somente se para qualquer Q > 0, existir uma matriz P4 € S,

P«> 0, tal que:
(A+ al)'P, + P, (A + al ) = —Q; (6)
Que pode ser convertida para:
ATP, + P,A = —2aP, - Q. (7)
Enguanto —(A+gl) € Hurwitz estavel se e somente se existir Pg € S", Pg> 0, tal que:
(=A = BI)'P + Pg (A — Bl) = —Q; (8)
Que pode ser convertida para:
APy + PgA = —2BPz + Q. 9)
Somando (7) e (9) resulta na Equacéo (10):
AT(P, + Pg) + (P, + Pg)A = —2aP, — 2fBPg (10).
Seja:
P =P+ P;>0, (11)

Fato que leva a Equacéao (10) a seguinte forma:

ATP + PA = —2aP, — 2fP;. (12)

Que significa:
ATP + PA + 2aP = 2(a — B) Pg, (13)
ATP + PA + 2BP = 2 (B — a) P,. (14)

Entdo desde que o« — B < 0, (5) é satisfeita.
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Ganho do Controlador

Conforme apresentado em (Duan & Yu, 2013), considerando a lei de controle de

realimentacdo de estados u = Kx tal que o sistema (1) em malha fechada seja dado por:
X = (A + BK)x. (15)

Onde K representa o ganho do controlador. De acordo com a condicéo (5), o sistema €&
Hop estavel se e somente se existir uma matriz positiva simétrica P que satisfagca as

seguintes condicodes:
(A+ BK)P + P(A + BK)" + 2aP < 0 (16)
—(A + BK)P — P(A+ BK) — 2B8P < 0 (17)
Baseado nesta observacao, o seguinte resultado € obtido:
AP + PAT + BW + WTBT + 2aP < 0 (18)
—AP — PAT — BW — WTBT — 2B8P < 0 (19)
E neste caso o ganho do controlador é dado por:

K = wp1 (20)

3.OBTENCAO DO MODELO NO ESPACO DE ESTADOS

Considere o sistema de tanques acoplados mostrada na Figura 2, abordado em (Ogata,
1997, p.121). Onde C: e C: representam as capacitancias dos tanques, 0s quais séo

idénticos, e R1 e R as resisténcias impostas ao fluxo pelas respectivas valvulas.
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Figura 2 - Sistema de Tanques Acoplados [2]

No sistema em questdo, hi e hy sdo as saidas e (i1 e (2 as entradas. As equacdes que

descrevem o comportamento deste sistema sao:

Cidhy = (qi1 — qq1)dt

hi1— hy

R, q1

C2dh; = (q1 — qo)dt
R, qo
A substituicdo da Equacéo (22) na (21), resulta na seguinte equacao:
dhy _ 1(  hi—h
P (%1 Ry )

Agora substituindo as Equacdes (22) e (24) na (23), tem-se 0 seguinte resultado:

dh, 1 (hl— hy hz)

dt  C Ry R,

Definindo as variaveis de estado x1 e x2 como:

As variaveis de entrada u1 e uz como:

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

97



Agora — A revista cientifica da FaSaR — Ano | - n°02 - dezembro — 2017

U1 = 4qin
Uz = (qi2.
E as variaveis de saida y1 e y2 como:
y1=hy=x
Y2 = hy = x3.

As Equacoes (25) e (26) podem ser escritas como:

. 1 1 1
Xy = — X X —u 27
1 Rc X1 + RC, %2 + o W (27)
. 1 1 1 1
X, = Xq{ — X —u 28
2= p0 (R1C2+ RzCz) 2t c, U2 (28)

E na forma padrao de representacao vetor-matriz, tem-se:

o G (IS

gue € a equacéo de estados, e

Yi1 _ 1 07[*1

}’2] B [0 1 [xz]' (30)
a qual é a equacéao de saida.

E interessante ressaltar que na obtencdo da equacdo de estados, o tipo de fluxo do

liquido presente no sistema foi considerado como laminar.

Apbs a obtencdo do modelo no espaco de estado, € necessério definir valores numeéricos
para as variaveis. Os valores adotados neste trabalho foram definidos aleatoriamente e
tendo como base experimentos realizados em (Izquieta, 2011). Os valores admitidos para
as capacitancias dos tanques e para as resisténcias das valvulas estdo especificados

abaixo:

C,= C, =72,25cm?
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R{ =0,0055
R, = 0,0109
Para estes valores a equacao de estados fica da seguinte forma:

[)’(1]: [—2.5204 2.5204 [x1] [0,0138 0 ]u1]

Xy 2.5204 —3.7939!lx; 0 0,0138] lu; (31)

4. EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Os experimentos e calculos para obtencdo do controlador foram realizados no software
MATLAB.

Conforme o cédigo abaixo, primeiramente o modelo do sistema no espaco de estados
(31) foi declarado; em seguida foi realizada uma simulacdo deste sistema em malha
aberta, para isto foi definido um estado inicial x, = [0.8 0.7]' e gerada uma onda quadrada
para fazer a funcéo do sinal de perturbacdo. Esta primeira simulacéo foi realizada através

da funcao Isim.

>> A =[-2.5204 2.5204; 2.5204 -3.7939];
>> B =[0.0138 0.0000; 0.0000 0.0138];
>>C=[10;01]

>>D=[00;00];

>> modelo = ss(A,B,C,D);

>> x0 = [0.8; 0.75];

>> [ul,t] = gensig('square’,5,40,0.1);

>> u2 = ul;

>> u = [ul u2];

>> |sim(modelo,u,t,x0)

O resultado da simulacdo do sistema em malha aberta € mostrado na Figura 3. E possivel
perceber que por natureza o sistema apresenta certo grau de estabilidade, mas ainda

assim é possivel notar que, dado um estado inicial, ele gasta um intervalo de tempo
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relevante até atingir o ponto de equilibrio e também que o sinal de perturbagéo é capaz de
gerar oscilagdes nas saidas do sistema.

Linear Simulation Results
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Figura 2 - Resposta do Sistema em Malha Aberta

Para o projeto do controlador, foi considerada uma folga de 1% em cima dos autovalores

da matriz A, e desta forma a regido D ficou definida da seguinte forma:

D = Hyp = {x + jy| — 5814267 < x < —0,552024}

A fim de obter um controlador capaz de tornar o sistema Hqpg estavel, o projeto do mesmo
foi baseado nas LMIs (16) e (17). Inicialmente foi obtida a matriz P por meio do solver
SeDuMi, o qual foi interfaceado pelo YALMIP (Yet Another LMI Parser). Posteriormente
foram obtidos os ganhos do controlador, conforme a Equacéo (20). Todo esse processo

foi realizado através do seguinte codigo:
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P = sdpvar(2,2); W = sdpvar(2,2);
Imis = set(P > 0) + set(A*P + P*A'+ B*W + W*B' + 2*alpha*P < 0) + set( -A*P - P*A'- B*W -
W"*B' - 2*beta*P < 0);
opcoes = sdpsettings('verbose’, 0, 'warning', 0, 'solver’, 'sedumi');
solvesdp(Imis,[],opcoes);
[r,d] = checkset(Imis);

if sum(r < 0) ==

disp('O sistema pode ser controlado’)

P = double(P)

W = double(W);

K = W*inv(P)

else

disp('O sistema NAO pode ser controlado’)

end

0.2603

P:[ 0 0.2%03]

_ [ —48.0250 —182.6378

K= —182.6376  44.2576

A sequéncia do experimento consistiu na simulacdo da resposta do sistema em
malha fechada, conforme a Equacédo (15). Para esta simulacdo também foi definido um
estado inicial x, = [0.8 0.7] e gerada uma onda quadrada para fazer o papel do sinal de

perturbacao. Tal simulacao foi realizada através do seguinte codigo:

>> Acl = A+B*K;

>> modelo = ss(Acl,[],C,D);

>> xo0 =[0.8; 0.75];

>> [ul,t] = gensig('square’,5,40,0.1);
>>u2 = ul;

>>u = [ul u2];

>> |sim(modelo,u,t,x0)
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A resposta do sistema em malha fechada é mostrada na Figura 4. E possivel notar que o
sistema busca o ponto de equilibrio com mais agilidade e é bem mais estavel quando esta
sujeito as perturbacdes.

Linear Simulation Results
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Figura 3 - Resposta do Sistema em Malha Fechada

5. CONCLUSAO

Comparando a resposta do sistema em malha aberta com a resposta do mesmo em
malha fechada, € possivel concluir que o controlador projetado melhorou

consideravelmente o comportamento do sistema.

As grandes virtudes do controlador robusto proposto para o sistema em questdo sao a
sua capacidade de reduzir consideravelmente o tempo de estabilizacdo do sistema dado

um estado inicial e o seu desempenho frente as perturbagdes que o sistema esté sujeito.

Sendo assim, é possivel concluir que o critério da D-estabilidade garante o bom

desempenho do controlador e que este conceito pode ser muito Util em outras aplicacdes
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de sistemas. Vale também ressaltar que outros tipos de regides D-estaveis podem ser

exploradas a fim de proporcionar mais robustez ao sistema de controle.

Também é interessante ressaltar a eficiéncia das técnicas de controle moderno, como a
propria modelagem no espaco de estados bem como a D-estabilidade, frente as técnicas
de controle classico. Embora a aplicacdo destas técnicas demande mais conhecimento
sobre o sistema que sera controlado, a assertividade e precisdo do projeto garantem um
controlador com 6timo desempenho, pois o sistema é tratado como um todo e ndo apenas

com base na sua saida.
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